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Dekomposisi QR merupakan salah satu dekomposisi
matriks, yaitu dekomposisi suatu matriks A ∈ Rm×n menjadi
perkalian matriks ortogonal (Q ∈ Rm×m) dengan matriks
segitiga atas (R ∈ Rm×n). Dekomposisi ini dapat digunakan
dalam aljabar konvensional. Bart De Schutter dan Bart De
Moor telah menunjukkan bahwa dekomposisi ini dapat
digunakan dalam aljabar max-plus tersimetri. Aljabar
max-plus tersimetri merupakan struktur aljabar dengan
himpunannya dinotasikan S yang operasi dasarnya sama
dengan ajabar max-plus yaitu struktur aljabar dengan
himpunan Rmax = R ∪ −∞ yang operasi dasar penjumla-
hannya (⊕) adalah maksimum yaitu a + b = max{a, b} dan
operasi dasar perkaliannya (⊗) adalah penjumlahan yaitu
a ⊗ b = a + b. Karena aljabar max-plus tidak memiliki invers
terhadap operasi ⊕ maka terbentuklah aljabar max-plus
tersimetri. Aljabar max-plus tersimetri ini memiliki kelas
himpunan baru yang yaitu kelas balance. Kelas balance ini
adalah kelas baru diluar kelas positif (+), kelas negatif (−)
ataupun kelas nol (0) yang biasa dikenal dalam himpunanR.
Penelitian mencari karakteristik solusi dekomposisi QR
dalam aljabar max-plus tersimetri dengan beberapa entri
matriks awal yang akan didekomposisi merupakan anggota
kelas balance. Metode yang dilakukan adalah dengan kajian
literatur. Teori-teori yang sudah ada dalam literatur kemudian
dikaji lebih dalam sehingga didapatkan karakteristik berikut:
vi
Misal matriks yang dimaksud adalah matriks A ∈ Sm×n




ai,j ; jika ai,j ∈ S∨
|a|⊕ atau 	 |a|⊕ atau ai,j ; jika ai,j ∈ S•
Kemudian dekomposisi QR A ∇ Q ⊗ R maka berlaku
dekomposisi QR A⊕ B ∇ Q⊗ R.
Karakter yang didapat tersebut dapat digunakan dalam
penyelesaian sistem persamaan yang memiliki jenis matriks
sesuai dengan ketentuan yang sudah dijelaskan dalam temuan
di atas.
Kata Kunci: Dekomposisi QR, aljabar max-plus tersimetri,
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ذ Żal Ż 
Zet (dengan titik di 
atas) 
ر Ra R Er 
ز Zai Z Zet 
س Sin S Es 
ش Syin Sy Es dan Ye 
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1.1 Latar Belakang 
Perkembangan dunia industri, kesehatan, 
pendidikan, serta bidang-bidang lain saat ini menuntut 
adanya optimalisasi dalam operasional dan hasilnya. 
Optimalisasi ini bertujuan untuk meminimalkan 
penggunaan energi serta memaksimalkan keuntungan 
yang didapat. Dalam operasionalnya bidang-bidang 
tersebut membentuk suatu sistem dengan unsur-unsur 
yang tersusun rapi dalam mencapai tujuannya. 
Katakanlah sistem pada penerbangan pesawat terbang, 
didalamnya terdapat unsur waktu, jumlah tempat duduk 
dalam pesawat, jumlah pesawat yang ada, luas area 
parkir di bandara. Semua unsur yang telah disebutkan 
tadi disusun secara rapi kemudian membentuk suatu 
sistem penerbangan pesawat terbang di suatu bandara. 
Hal ini sejalan dengan Firman Allah S.W.T. dalam Q.S. 
Yaasiin ayat 30 (Depag, 1989) berikut : 
 ّنوُِدقُوت ُْهنِم ْمُْتن
ّ
أ اِّذّإف اًرّان ِّضَْخ
ّ ْ
لْا ِرّج
ذّشلا ّنِم ْمُّكل ّلّعّج يِ
ذّ
لَا 
(Allażī ja’ala lakum minasy syajaril akhḍari nāron faiżā 





Arti: Yaitu Tuhan yang menjadikan untukmu api dari 
kayu yang hijau, Maka tiba-tiba kamu nyalakan 
(api) dari kayu itu. 
 
Ayat tersebut mengandung penjelasan lain 
bahwa Allah SWT telah menyediakan sumber daya alam 
yang dapat dimanfa'atkan oleh manusia. Sekalipun 
sumber daya alam yang disediakan Allah SWT 
berlimpah, penggunaannya haruslah dengan cara yang 
bijak dan efisien. Salah satu yang dapat dilakukan 
adalah dengan mengoptimalkan penggunaan dengan 
menyusun model sehingga dengan sumber daya alam 
yang secukupnya dapat memperoleh hasil atau manfa'at 
yang semaksimal mungkin. Sejalan dengan sikap 
tersebut, manusia juga harus menyadari bahwa segala 
sesuatu yang menjadi sumber energi di bumi ini tidak 
ada dengan sendirinya. Melainkan Allah SWT yang 
menciptatakan. Sebagaimana teguran Allah SWT dalam 
















(Aantum ansya’tum syajaratahā am naḥnul munsyiūn) 
 
Arti: Kamukah yang menjadikan kayu itu 
atau Kamikah yang menjadikannya. 
3Unsur-unsur yang ada dalam suatu sistem
kemudian dimodelkan untuk mendapat penyelesaian
maksimal dari sistem tersebut. Proses pemodelan ini,
biasa dikenal dengan pemodelan matematika.
Pemodelan matematika merupakan bidang matematika
untuk mempresentasikan dan menjelaskan sistem-
sistem secara nyata ke dalam pernyataan matematik
(Widowati dan Sutimin,2007). Dari pemodelan tersebut
kemudian kita mendapatkan suatu model matematika
yang selanjutnya dapat dianalisa dengan teori-teori
matematika yang ada. Model tersebut, dalam
matematika dapat disajikan dalam bentuk sistem
persamaan linear atau non linear,sistem pertidaksamaan
linear atau non linear, atau sistem persamaan
differensial, dalam penyajiannya sistem yang ada
kemudian disajikan dalam notasi berbentuk matriks.
Sistem persamaan atau pertidaksamaan linear adalah
sistem persamaan atau pertidaksamaan yang tidak
mengandung perkalian antar variabelnya, pengakaran
variabelnya, trigonometri, eksponensial, atau logaritma
(Larson dan Falvo, 2009), atau secara sederhana adalah
persamaan yang variabelnya memiliki pangkat tertinggi
1 dan pangkat terendahnya 0. Berikut contoh sistem
persamaan linear dan sistem pertidaksamaan linear:
42x+ 3y+ 2z = 0 2x+ 3y+ 2z < 0
−1x+ z = 4 x− 5y+ z < 0
1y− 2z = 0 x > 0; y > 0
Persamaan differensial adalah persamaan yang melibat-
kan teori turunan suatu fungsi (Nugroho,2011), beberapa




3x2dx+ 2ydy = 0
sedangkan matriks menurut (Hoffman , 2001), matriks
adalah susunan elemen persegi panjang (baik angka
atau simbol), yang diatur dalam baris dan kolom yang
teratur. Ukuran matriks ditentukan oleh jumlah baris
dikalikan jumlah kolom. Matriks dengan m baris dan n
kolom dikatakan sebagai matriks berukuran m × n.
Matriks biasa disimbolkan dengan huruf kapital,
misalnya A, B,C, ..., dst sedangkan elemen umumnya
biasa dituliskan dalam tanda kurung siku, misalnya, [ai,j],
berikut ini contoh penulisan matriks menurut (Anton
,1987):
A = [ai,j] =

a1,1 a1,2 · · · a1,n





am,1 am,2 · · · am,n

dengan i = 1, 2, . . .m dan j = 1, 2, . . . , n. Elemen atau
entri dari matriks A pada baris ke i dan kolom ke j biasa
5disimbolkan dengan ai,j dengan ketentuan i dan j
diatas.Himpunan matriks dengan entri bilangan real
berukuran m × n dinotasikan Rm×n, berlaku pula pada
himpunan-himpunan lainnya. Matriks yang entri
-entrinya adalah koefisien-koefisien sistem persamaan
atau pun pertidaksamaan disebut dengan matriks
augmented (Anton , 1987). Matriks ini untuk
mempermudah penyelesaian model yang ada.
Penyelesaian dengan matriks ini, dapat
dipermudah dengan dekomposisi matriks. Dekomposisi
matriks yaitu modifikasi suatu matriks menjadi
beberapa matriks lain yang menjadi penyusunnya
(Ruminta , 2014). Dekomposisi matriks yang ada
diantaranya dekomposisi LU yaitu dekomposisi suatu
matriks A ∈ Rn×n menjadi perkalian matriks segitiga
bawah (L ∈ Rn×n) dan matriks segitiga atas (U ∈ Rn×n)
(A = L × U) (Ruminta, 2014), serta dekomposisi QR
yaitu dekomposisi suatu matriks A ∈ Rm×n menjadi
perkalian matriks ortogonal (Q ∈ Rmxm) [yaitu matriks
yang hasil kali antara dirinya sendiri (Q) dengan
transposnya (QT) adalah matriks identitas] dan matriks
segitiga atas (R ∈ Rm×n) (A = Q× R) (Ruminta,2014).
Dekomposisi yang ada sudah biasa dilakukan
dalam aljabar konvensional, yang didalamnya terdapat
operasi dasar penjumlahan (+) dan perkalian (×).
6Perkembangan penelitian tentang struktur aljabar saat
ini sudah dikenal struktur aljabar max-plus. Aljabar
max-plus merupakan struktur aljabar yang memiliki
himpunan dan operasi dasar yang berbeda dengan
himpunanR.
Farlow dalam karyanya (Farlow , 2009), menje-
laskan bahwa aljabar max-plus yaitu struktur aljabar
dengan himpunan yang disimbolkanRmax = R ∪ {−∞}
dilengkapi dengan dua operasi biner ⊕ dan ⊗ yang
didefinisikan sebagai :
a⊕ b = max(a, b)
a⊗ b = a+ b ∀a, b ∈ Rmax
operasi aritmatika ini dapat diperluas ke dalam operasi
pada vektor dan matriks.
Aljabar max-plus tidak memiliki invers terhadap
operasi perkalian ⊗ sehingga dibangunlah struktur baru
sebagai pelebaran dari aljabar max-plus ini, yang
dinamakan aljabar max-plus tersimetri (S) (Bacelli, dkk.
, 2001). Pelebaran struktur ini seperti halnya pelebaran
himpunanNmenjadiZ (Bacelli, dkk.,2001).
Perkembangan Dekomposisi QR dalam aljabar
max-plus telah diteliti oleh De Schutter dan De Moor (De
Scutter dan De Moor , 2002) dalam karyanya "The QR
Decomposition and The Singular Value Decomposition in
The Symmetrized Max-Plus Algebra Revisited".
7Penelitian ini menunjukkan bahwa dekomposisi QR
yang berlaku dalam aljabar konvensional dapat
diaplikasikan dalam aljabar max-plus. Selian itu, dalam
penelitian tersebut juga dijelaskan terbentuknya kelas
baru pada S yang bentuk himpunannya adalah pasangan
berurutan (Rmax,Rmax) yaitu kelas balance. Kelas
balance ini, secara sederhana jika kita mengenal kelas
positif (+), kelas negatif (-), dan kelas nol (0) pada
himpunan R, kelas balance ini diluar kelas-kelas
tersebut, yaitu kelas dengan bentuk himpunan
{(a, a)|a ∈ Rmax}. Perkembangan penelitian tersebt,
belum ditemukan pembahasan lanjutan tentang
dekomposisi QR dalam aljabar max-plus tersimetri ini
terutama dalam keunikan kelas himpunan baru yang
terbentuk.
Dengan penjelasan diatas, maka peneliti tertarik
dengan terbentuknya kelas baru dalam himpunan S.Oleh
karena itu penelitian ini membahas tentang
karakteristik solusi dekomposisi QR dengan beberapa
entri berupa bilangan pada kelas balance.
1.2 Rumusan Masalah
Berdasarkan uraian latar belakang di atas, maka
rumusan masalah untuk penelitian ini adalah:
Bagaimana karakteristik solusi dekomposisi QR
dalam aljabar max-plus tersimetri dengan beberapa
8entri matriks yang akan di dekomposisi berupa bilangan
dalam kelas balance pada himpunan S?
1.3 Tujuan dan Manfaat Penelitian
Tujuan dan manfaat dari penelitian ini dijelaskan
dibawah ini:
1.3.1 Tujuan Penelitian
Tujuan dalam penelitian ini adalah:
Mendapatkan karakteristik solusi dekomposisi QR
dalam ajabar max-plus tersimetri dengan beberapa entri
matriks yang akan di dekomposisi berupa bilangan
dalam kelas balance pada himpunan S.
1.3.2 Manfaat Penelitian
Hasil dari penelitian ini diharapkan dapatmemberi
manfaat sebagai berikut:
1. Secara teoritis, manfaat dari penelitian ini adalah
untuk menambah materi baru dalam lingkup matriks,
aljabar max-plus, dan dekomposisi QR dalam ajabar
max-plus tersimetri.
2. Secara praktis, manfaat penelitian ini untuk
mempemudah penghitungan dari dekomposisi QR
dalam aljabar max-plus tersimetri, karena telah
dididapatkan karakteristik solusi yang ada.
91.4 Sistematika Penulisan
Pada penelitian ini disusun berdasarkan
sistematika penulisan sebagai berikut:
BAB I PENDAHULUAN
Bab ini berisi tentang latar belakang, rumusan
masalah, tujuan dan manfaat penelitian, dan
sistematika penulisan.
BAB II LANDASAN TEORI
Bab ini berisi tentang landasan teori yang
digunakan dalam penelitian, serta kajian
pustaka dari penelitian sebelumnya yang
mendukung penelitian ini.
BAB III METODE PENELITIAN
Bab ini berisi tentang jenis penelitian,
pendekatan penelitian, sumber data, teknik
pengumpulan data, serta teknis analisis data.
BAB IV PEMBAHASAN
Bab ini dasar tentang deskripsi data dan
pembahasan.
BAB V PENUTUP





Bab ini akan menjelaskan tentang landasan teori dalam
lingkup aljabar konvensional, aljabar max-plus, aljabar
max-plus tersimetri, serta dekomposisi QR dalam aljabar
max-pus tersimetri. Teori yang akan dibahas diantaranya
tentang pengertian matriks, jenis-jenis matriks, operasi
matriks pada aljabar konvensional, operasi matriks pada
aljabar max-plus, operasi matriks dalam aljabar max-plus
tersimetri, pembentukan aljabar max-plus tersimetri, serta
dekomposisi QR dalam aljabar konvensional. Penulisan dalam
bab ini berupa teori kemudian diikuti contoh dari teori yang
telah dijelaskan.
2.1.1 Pengertian Matriks dan Vektor
Menurut (Hoffman , 2001), matriks adalah susunan
elemen persegi panjang (baik angka atau simbol), yang diatur
dalam baris dan kolom yang teratur. Ukuran matriks
ditentukan oleh jumlah baris dikalikan jumlah kolom. Matriks
dengan m baris dan n kolom dikatakan sebagai matriks
berukuran m × n. Matriks biasa disimbolkan dengan huruf
kapital, misalnya A, B,C, ..., dst sedangkan elemen umumnya
biasa dituliskan dalam tanda kurung siku, misalnya, [ai,j],
berikut ini contoh penulisan matriks menurut (Anton,1987):
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A = [ai,j] =

a1,1 a1,2 · · · a1,n





am,1 am,2 · · · am,n

dengan i = 1, 2, . . .m dan j = 1, 2, . . . , n. Elemen atau entri
dari matriks A pada baris ke i dan kolom ke j biasa disimbolkan
dengan ai,j dengan ketentuan i dan j diatas. Himpunan matriks
dengan entri bilangan real berukuranm× n dinotasikanRm×n,
berlaku pula pada himpunan-himpunan lainnya.
Kemudian menurut (Hoffman,2001) juga, vektor adalah
matriks spesial dengan ukuran satu baris saja atau satu kolom
saja. Vektor yang memiliki unsur hanya satu baris biasa di-
sebut dengan vektor baris, sedangkan vektor yang memiliki
unsur hanya satu kolom biasa disebut vektor kolom. Peno-
tasian vektor biasa menggunakan huruf kecil yang ditebalkan.
Berikut diberikan vektor baris u dan vektor kolom v:
u =
[









Elemen atau entri dari vektor u biasa disimbolkan dengan ui,
dengan i = 1, 2, . . . , n. Penyimbolan elemen atau entri vektor v
yaitu vi.
Selanjutnya, akan dikatakan bahwa i berarti baris ke i
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pada suatu matriks, dan j berarti kolom ke j pada suatu
matriks saat membahas tentang matriks.
2.1.2 Operasi Matriks dalam Aljabar Konvensional
Sebelum membahas tentang dekomposisi QR, akan
diperkenalkan operasi-operasi pada matriks berikut:
1. Penjumlahan matriks
Misal dimiliki matriks A ∈ Rm×n dan matriks B ∈ Rm×n,
maka operasi penjumahannya sebagai berikut:
A+ B = [(a+ b)i,j] = ai,j + bi,j
i = 1, 2, 3, . . . ,m; j = 1, 2, 3, . . . , n.
2. Perkalian matriks
Misal dimiliki matriks A ∈ Rm×n dan matriks B ∈ Rn×m,
maka operasi perkaliannya sebagai berikut:





i = 1, 2, 3, . . . ,m; l = 1, 2, 3, . . . , n.
3. Perkalian matriks dengan konstanta
Misal dimiliki matriks A ∈ Rm×n dan konstanta α ∈ R,
maka operasi perkalian konstanta dengan matriksnya
sebagai berikut:
α× A = α× [ai,j] = α× ai,j
i = 1, 2, 3, . . . ,m; j = 1, 2, 3, . . . , n.
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4. Panjang vektor
Misal dimiliki vektor v ukuran k × 1 dan konstanta α ∈







Misal dimiliki matriks A ∈ Rm×n, dengan bentuk berikut:
A =

a1,1 a1,2 · · · a1,n





am,1 am,2 · · · am,n

Transpose A ∈ Rm×n atau dapat disimbolkan dengan
AT ∈ Rm×n adalah matriks yang setiap baris ke-inya




a1,1 a2,1 · · · am,1





a1,n a2,n · · · am,n
















3+ 4 2+ 0 2+ 5
0+ 0 5+ 3 5+ 6















 (2× 1) + (4× 0) (2×−4) + (4× 2)
(5× 1) + (1× 0) (5×−4) + (1× 2)

=
 2+ 0 −8+ 8












4× 2 4× 4 4× 0
4× 5 4× 1 4× 0




























Dalam penelitian ini akan digunakan beberapa jenis
matriks, dibawah ini akan dijelaskan matriks-matriks yang
akan digunakan dalam penelitian :
1. Matriks identitas adalah matriks dengan ukuran n × n
dimana untuk elemen pada i = j adalah identitas
terhadap operasi perkalian (1 pada operasi ×) dan
elemen lainnya adalah identitas terhadap operasi
penjumlahan (0 pada operasi +)(Ruminta,2014). Matriks
identitas dapat disimbolkan dengan In. Secara umum,




ii,j = 1 jika i = j
ii,j = 0 jika i 6= j










2. Matriks Ortogonal yaitu matriks dengan ukuran n × n
yang perkalian dirinya sendiri dengan transposenya
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sama dengan matriks identitas atau dapat dituliskan
misal Qmatriks ortogonal, maka Q× QT = In (Ruminta
,2014).










3. Matriks segitiga atas adalahmatriks ukuranm× ndimana
elemen pada i < j ada yang tidak nol (Ruminta, 2014).




∃ri,j 6= 0 jika i = j atau i < j
ri,j = 0 jika i > j







 4 0 1
0 0 2

2.1.4 Dekomposisi QR dalam Aljabar Konvensional
Berikut ini akan diberikan definisi tentang dekomposisi
QRmenurut (Ruminta,2014):
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Definisi2.1. DekomposisiQR adalahdekomposisi suatumatriks
A berukuran m × n menjadi suatu perkalian matriks ortogonal
Q berukuran m × m dengan matriks segitiga atas R berukuran
m × n). Misal dimiliki suatu matriks A berukuran m × n dapat
didekomposisi QRmenjadi bentuk berikut:
A = Q× R
Untuk menyelesaikan dekomposisi QR dalam penelitian
ini, peneliti menggunakan dua cara, yaitu cara manual dengan
metode Gram Schmidt yang dijelaskan dalam (Golub dan Loan
,1996), kemudian dengan aplikasi mapel 17 yang caranya telah
dijelaskan dalam Lampiran 2, Lampiran 4, dan Lampiran 5.
Berikut algoritma dekomposisiQR dengan metode Gram
Schmidt dalam (Golub dan Loan,1996):
Algoritma 2.1.
INPUT = Sebuah matriks bebas A ukuranm× n
OUTPUT = Matriks ortogonal Q berukuran m × m dan matriks
segitiga atas R berukuranm× n








2. r1,1 = ||a1||
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3. q1 = a1r1,1
4. untuk i = 2, 3, . . . ,m
j = 1, 2, . . . , i− 1
rj,i = (qj)Tai







5. Q = [q1|q2| . . . |qn]
R = [R]i,j = ri,j






















































































Selanjutnya akan dibahas tentang pengertian aljabar
max-plus, serta operasi matriks dalam aljabar max-plus.
Berikut ini definisi aljabar max-plus menurut (Bacelli, dkk.
,2001):
Definisi 2.2. Diberikan himpunan tak kosong
Rmax = R ∪ {−∞} dengan dua operasi yaitu ⊕ dan ⊗. Untuk
setiap a, b ∈ Rmax didefinisikan:
a⊕ b = max(a, b) ∈ Rmax
a⊗ b = a+ b ∈ Rmax
dengan elemen identitas terhadap penjumlahan (⊕) adalah 0
dan elemen identitas terhadap perkalian (⊗) adalah −∞.
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Struktur (Rmax,⊕,⊗) yang ditulis Rmax disebut aljabar
max-plus.
Kemudian berikut ini perpangkatan dalam aljabar max-
plus menurut (Farlow,2009):
Definisi 2.3. Misal r ∈ R, pangkat r dari x ∈ Rmax dinotasikan
dengan x⊗r dan didefinisikan sebagai:
x⊗r = r× x
Selanjutnya, peneliti akan mendefinisikan e
de f
= −∞
Contoh 2.6. (Operasi dalam Aljabar Max-Plus)
1. 3⊕ 5 = max(3, 5) = 5
2. e⊕ 4 = max(−∞, 4) = 4
3. 4⊗ e = 4+−∞ = −∞
4. 2⊗3 = 3 · 2 = 6
5. e⊗2 = 2 · e = 2 · (−∞) = −∞
6. 3⊗0 = 0 · 3 = 0
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Operasi aritmatik tersebut dapat diperluas dalam
matriks. Menurut (Farlow, 2009), dalam tesisnya dia menje-
laskan operasi matriks dalam aljabar max-plus sebagai
berikut:
1. Penjumlahan matriks
Misal dimiliki matriks A ∈ Rm×nmax dan matriks B ∈ Rm×nmax ,
maka operasi penjumlahan (⊕) matriksnya sebagai
berikut:
A⊕ B = [(a⊕ b)i,j] = max(ai,j, bi,j)
i = 1, 2, 3, . . . ,m; j = 1, 2, 3, . . . , n.
2. Perkalian matriks
Misal dimiliki matriks A ∈ Rm×nmax dan matriks B ∈ Rn×mmax ,
maka operasi perkalian (⊗)matriksnya sebagai berikut:




i = 1, 2, 3, . . . ,m; l = 1, 2, 3, . . . , n.
3. Perkalian konstanta dengan matriks Misal dimiliki
matriks A ∈ Rm×nmax dan konstanta α ∈ R, maka operasi
perkalian konstanta dengan matriksnya sebagai berikut:
α⊗ A = α⊗ [ai,j] = α⊗ ai,j
i = 1, 2, 3, . . . ,m; j = 1, 2, 3, . . . , n.
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3⊕ 4 2⊕−∞ 2⊕ 5
−∞⊕−∞ 5⊕ 3 5⊕ 6




max(3, 4) max(2,−∞) max(2, 5)
max(−∞,−∞) max(5, 3) max(5, 6)
















 (2⊗ 1)⊕ (4⊗−∞) (2⊗−4)⊕ (4⊗ 2)
(5⊗ 1)⊕ (1⊗−∞) (5⊗−4)⊕ (1⊗ 2)

=
 (2+ 1)⊕ (4+ (−∞)) (2+ (−4))⊕ (4+ 2)
(5+ 1)⊕ (1+ (−∞)) (5+ (−4))⊕ (1+ 2)

=


















4⊗ 2 4⊗ 4 4⊗−∞
4⊗ 5 4⊗ 1 4⊗ 0




4+ 2 4+ 4 4+ (−∞)
4+ 5 4+ 1 4+ 0








Kemudian akan dipaparkan tentang aljabar max-plus
tersimetri.
2.1.6 Aljabar Max-Plus Tersimetri
Seperti yang dijelaskan sebelumnya memperlihatkan
bahwa aljabar max-plus tidak memiliki invers terhadap
operasi penjumlahan (⊕) seperti pada contoh berikut ini:
10⊕ x = max(10, x) = −∞ = e
dalam kasus tersebut tidak memungkinkan ditemukan nilai x
yang memenuhi persamaan. Oleh karena itu dilakukan
perluasan pada aljabar max-plus (Rmax) menjadi aljabar
max-plus tersimetri (S) (Bacelli, dkk.,2001).
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Sebelum dibahas tentang aljabar max-plus tersimetri,
akan diperkenalkan terlebih dahulu tentang pasangan aljabar
menurut (Bacelli, dkk.,2001).
Definisi 2.4. Misalkan Pmax = R2max = {(a, b)|a, b ∈ Rmax}
dilengkapi dua operasi yaitu⊕ dan⊗. Kemudian ∀(a, b), (c, d) ∈
Pmax didefinisikan sifat berikut :
(a, b)⊕ (c, d) = (a⊕ c, b⊕ d) ∈ Pmax
(a, b)⊗ (c, d) = ((a⊗ c)⊕ (b⊗ d), (a⊗ d)⊕ (b⊗ c)) ∈ Pmax
Dengan (e, e) sebagai elemen nol dan (0, e) sebagai elemen
satuan.
Struktur aljabar (Pmax,⊕,⊗) disebut pasangan aljabar.
Contoh 2.8. Operasi pada Pasangan Ajabar
1. (3, 5)⊕ (4, 2) = (3⊕ 4, 5⊕ 2)
= (max(3, 4),max(5, 2)) = (4, 5)
2. (2, 1)⊗ (3, 2) = ((2⊗ 3)⊕ (1⊗ 2), (2⊗ 2)⊕ (1⊗ 3))
= ((2+ 3)⊕ (1+ 2), (2+ 2)⊕ (1+ 3))
= (5⊕ 3, 4⊕ 4)
= (max(5, 3),max(4, 4)) = (5, 4)
Dalam pasangan aljabar ini akan dikenalkan beberapa
operator yang akan digunakan dalam pembahasan berikutnya.
Berikut ini operator-operator dalam pasangan aljabar menurut
(Bacelli, dkk.,2001):
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Definisi 2.5. Misal x ∈ Pmax, x = (a, b), didefinisikan beberapa
operator berikut:
1. Operasi minus didefinisikan	x = (b, a)
2. Nilai absolute dari x didefinisikan |x| = a⊕ b
3. Operator keseimbangan didefinisikan
x• = x	 x = (|x|, |x|).
Contoh 2.9. Operator pada Pasangan Aljabar
1. 	(2, 1) = (1, 2)
2. |(3, 8)| = 3⊕ 8 = max(3, 8) = 8
3. (4, 2)• = (4, 2)	 (4, 2) = (4, 2)⊕ (2, 4)
= (4⊕ 2, 2⊕ 4) = (max(4, 2),max(2, 4)) = (4, 4)
Setelah diperkenalkan tentang pasangan aljabar,
disapatkan perbedaan dalam aljabar konvensional dengan
aljabar max-plus yang lain seain operasinya. Yaitu dalam
aljabar konvensional, dimiliki bahwa a − a = 0 untuk semua
a ∈ R. Pasangan aljabar memperlihatkan bahwa
(2, 1)⊕ (	(2, 1)) = (2, 1)⊕ (1, 2) = (max(2, 1),max(1, 2)) =
(2, 2) 6= (e, e). Persamaan tersebut kemudian memberikan
alasan untuk pengenalan relasi keseimbangan yang
dinotasikan dengan ∇, dengan relasi keseimbangan ini akan
diperlihatkan bahwa (2, 2)∇(e, e) kemudian operator ∇ ini
berkoresponden dengan operator = pada aljabar konven-
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sional. Berikut ini definisi relasi keseimbangan menurut
(Bacelli, dkk.,2001):
Definisi 2.6. Misal x = (a, b), y = (c, d) ∈ Pmax . Diberikan
definisi relasi keseimbangan (∇), yaitu x seimbang dengan y
dituliskan :
x∇y jika a⊕ d = b⊕ c
Contoh 2.10. Relasi keseimbangan
1. (2, 3)∇(1, 3) karena, 2⊕ 3 = max(2, 3) = 3 = max(3, 1)
= 3⊕ 1
2. (1, 1) tidak seimbang dengan (2, 3) karena ,
1⊕ 3 = max(1, 3) = 3 6= 2 = max(1, 2) = 1⊕ 2
Relasi keseimbangan ini bukanlah relasi ekuivalensi, yang
gagal dalam sifat transitif. Hal ini dapat dilihat dalam contoh
berikut :
Contoh 2.11. Ketidaktransitifan relasi keseimbangan
Misal dimiliki x = (4, 1).y = (4, 4), z = (2, 3)
(4, 1)∇(4, 4) karena 4⊕ 4 = 4 = 1⊕ 4,
(4, 4)∇(2, 3) karena 4⊕ 3 = 4 = 4⊕ 2,
(4, 1) tidak seimbang dengan (2, 3) karena, 4 ⊕ 3 = 4 6= 2
= 1⊕ 2
Sehingga (4, 1)∇(4, 4), (4, 4)∇(2, 3) tetapi (4, 1) tidak
seimbang dengan (2, 3)
Atau x∇y, y∇z, tetapi x tidak se- imbang dengan z
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Karena relasi keseimbangan (∇) bukan relasi
ekuivalensi maka akan didefinisikan relasi baru yang
merupakan relasi ekuivalensi untuk membentuk himpunan
dengan kelas-kelas ekuivalensi, yaitu himpunan yang
dilengkapi dengan relasi ekuivalensi, seperti himpunan
pasangan N2 dengan relasi =, yaitu (N,N)/ = yang meng-
hasilkan Z (De Scutter dan De Moor , 2002). Berikut relasi
ekuivalensi Rmenurut (Bacelli, dkk.,2001):
Definisi 2.7. Misal dimiliki x = (a, b), y = (c, d) ∈ Pmax
diberikan suatu relasi R yang didefinisikan :
x R y jika

x∇ y a 6= b, c 6= d
(a, b) = (c, d) , lainnya
Dari definisi (2.7) didapatkanbahwa x R y⇐⇒ a ⊕ d =
b ⊕ c. Hal ini memunculkan dua kemungkinan:
1. a ⊕ d = b, sehingga didapatkan
x R y⇐⇒ a ⊕ d = b ⊕ c
x R y⇐⇒ a ⊕ d = b
x R y⇐⇒ d = b (Karena a 6= b)
2. a ⊕ d = c, sehingga didapatkan
x R y⇐⇒ a ⊕ d = b ⊕ c
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x R y⇐⇒ a ⊕ d = c
x R y⇐⇒ a = c (Karena c 6= d)
Teorema 2.1. Relasi R pada definisi (2.7) merupakan relasi
ekuivalensi
Bukti (Ulfa,2015):
Akan ditunjukkan bahwa relasi R merupakan relasi
ekuivalensi. Untuk menunjukkan bahwa relasi R merupakan
relasi ekuivalensi, akan ditunjukkan bahwa R refleksif,
simetris, dan transitif.
1. Akan ditunjukkan bahwa R refleksif.
Berarti akan ditunjukkan bahwa ∀x ∈ Pmax berlaku xRx
Misal diambil sebarang x = (a, b) ∈ Pmax .
Jika a 6= bmaka berlaku x∇ x.
Jika a = bmaka berlaku (a, b) = (a, b).
Karena saat a 6= b berlaku x∇x, dan saat a = b berlaku
x = x maka terbukti bahwa xRx, atau relasi R bersifat
refleksif.
2. Akan ditunjukkan bahwa R simetris.
Berarti akan ditunjukkan bahwa setiap x, y ∈ Pmax , jika
xRymaka yRx.
Misal diambil sebarang x, y ∈ Pmax dengan x = (a, b) dan
y = (c, d) serta xRy, berarti :
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x R y jika

a⊕ d = b⊕ c a 6= b, c 6= d
(a, b) = (c, d) , lainnya
jika

b⊕ c = a⊕ d a 6= b, c 6= d
(c, d) = (a, b) , lainnya
y R x jika

c⊕ b = d⊕ a a 6= b, c 6= d
(c, d) = (a, b) , lainnya
Karena jika xRy berlaku yRx maka terbukti bahwa R
simetris.
3. Akan ditunjukkan bahwa R transitif
Berarti akan ditunjukan bahwa untuk setiap
x, y, z ∈ Pmax jika xRy dan yRzmaka xRz.
Misal diambil sebarang x, y, z ∈ Pmax dengan
x = (a, b), y = (c, d) dan z = (e, f ) serta diketahui xRy
dan yRz, berarti
x R y jika

(i.) a⊕ d = b⊕ c a 6= b, c 6= d
(ii.) (a, b) = (c, d) , lainnya
y R z jika

(iii.) c⊕ f = d⊕ e c 6= d, e 6= f
(iv.) (c, d) = (e, f ) , lainnya
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Selanjutnya akan dibuktikan bahwa xRz. Untuk
membuktikan ketransitifan R dimiliki 4 kasus, yaitu :
(a) Saat kasus (i.) dan (iii.)
(b) Saat kasus (i.) dan (iv.)
(c) Saat kasus (ii.) dan (iii.)
(d) Saat kasus (ii.) dan (iv.)
(a) Saat kasus (i.) dan (iii.)
Berlaku a 6= b, c 6= d, e 6= f maka a ⊕ d = b ⊕ c
dan c ⊕ f = d ⊕ e. Dalam kasus pertama ini juga
memunculkan empat kasus lain yaitu :
i. Apabila berlaku a ⊕ d = a dan c ⊕ f = c dan
karena xRy maka a = c, serta yRz maka c = e,
jadi a = e.
Karena c⊕ f = c dan c = amaka a⊕ f = a.
Karena b⊕ c = c dan c = emaka b⊕ e = e.
Jadi a⊕ f = b⊕ e untuk a 6= b dan e 6= f .
Jadi xRz.
ii. Apabila berlaku a ⊕ d = d dan c ⊕ f = f .
Karena xRymaka d = b.
Karena yRzmaka f = d, jadi b = f .
Selanjutnya, karena a⊕ d = d dan d = f maka
a⊕ f = f .
Karena d⊕ e = d dan d = bmaka b⊕ e = b.
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Jadi a⊕ f = b⊕ e untuk a 6= b dan e 6= f .
Jadi xRz.
iii. Apabila berlaku a⊕ d = a dan c⊕ f = f
Karena xRy dan a⊕ d = amaka a = c.
Karena yRz dan c⊕ f = f maka f = d.
Sehingga
b⊕ e = (b⊕ c)⊕ (d⊕ e)
= c⊕ d
= a⊕ f
iv. Apabila berlaku a⊕ d = d dan c⊕ f = cmaka
a⊕ f = (a⊕ d)⊕ (c⊕ f )
= d⊕ c
= b⊕ e
(b) Saat kasus (i.) dan (iv.)
Jika a 6= b dan c 6= d maka berlaku a ⊕ d = b ⊕ c
dan (c, d) = (e, f ). Oleh karena e = c 6= d = f maka
e 6= f , sehingga jika a ⊕ d = b ⊕ c maka berlaku
a⊕ f = b⊕ e. Jadi xRz.
(c) Saat kasus (ii.) dan (iii.).
Jika c 6= d dan e 6= f maka berlaku c⊕ f = d⊕ e dan
(a, b) = (c, d).
Oleh karena karena a = c 6= d = b maka a 6= b,
sehingga jika c ⊕ f = c ⊕ e maka berlaku a ⊕ f =
b⊕ e. Jadi xRz.
(d) Saat kasus (ii.) dan (iv.)
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Berarti (a, b) = (c, d) dan (c, d) = (e, f )
Jelas berlaku bahwa (a, b) = (e, f ). Jadi xRz.
Dari semua kemungkinan tersebut terbukti bahwa jika
xRy dan yRz berlaku xRz.
Karena relasi R berlaku sifat refleksif, simetris, dan
transitif maka relasi R merupakan relasi ekuivalensi. Sehingga
dengan relasi R dapat dibentuk himpunan dengan kelas
ekuivalensi yaitu himpunan yang dilengkapi dengan relasi
ekuivalensi. Himpunan dengan kelas ekuivalensi yang akan
dibentuk disini adalah himpunan Pmax/R. Berikut definisi
aljabar max-plus tersimetri menurut (Bacelli, dkk.,2001):
Definisi 2.8. Himpunan Pmax/R disimbolkan dengan S adalah
himpunan kelas kelas ekuivalensi dengan operasi biner⊕ dan⊗
didefinisikan :
∀((a, b), (c, d)) ∈ S
(a, b)⊕ (c, d) = (a⊕ c, b⊕ d)
(a, b)⊗ (c, d) = ((a⊗ c)⊕ (b⊗ d), (a⊗ d)⊕ (b⊗ c))
Struktur (S,⊕,⊗) disebut aljabar max-plus tersimetri
Himpunan S merupakan himpunan dengan kelas-kelas
ekuivalensi, maka hal ini mengakibatkan terbentuknya kelas
kelas dalam himpunan S sepeerti yang dijelaskan oleh (De
Scutter dan De Moor,2002) yaitu :
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Lemma 2.1.
Kelas-kelas ekuivalensi dalam S:
1. Kelas (t,−∞)
(t,−∞) = {(a, b) | (a, b) R (t,−∞)}
(t,−∞) = {(t, b) | b < t}
disebut dengan kelas max-positif dan disimbolkan
S⊕ = {(t,−∞) | t ∈ Rmax}
2. Kelas (−∞, t)
(−∞, t) = {(a, b) | (a, b) R (−∞, t)}
(−∞, t) = {(t, b) | b > t}
disebut dengan kelas max-negatif dan disimbolkan
S	 = {(−∞, t) | t ∈ Rmax}
3. Kelas (t, t)
(t, t) = {(a, b) | (a, b) R (t, t)}
(t, t) = {(t, b) | b = t}
disebut dengan kelas seimbang (balance) dan disimbolkan
S• = {(t, t) | t ∈ Rmax}
4. Kelas (e, e) = (−∞,−∞) disebut kelas nol.
Anggota- anggota dari S, yaitu x ∈ S dapat dituliskan
sebagai berikut :
1. x, jika x ∈ S⊕
2. 	x, jika x ∈ S	
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3. x•, jika x ∈ S•
4. x = e, jika x = (e, e)
Dengan terbentuknya kelas-kelas diatas dapat dituliskan
dekomposisi berikut S = S⊕ ∪ S	 ∪ S•, kemudian dimiliki
himpunan S∨ = S⊕ ∪ S	 dan S⊕ ∩ S	 ∩ S• = {(e, e)}
Selain dalam pasangan aljabar, relasi keseimbangan
dalam S didefinisikan sebagai berikut oleh (Bacelli, dkk.,2001):
Definisi 2.9. Misal diberikan x = (a, b), y = (c, d) ∈ S dimana
a, b, c, d ∈ Rmax , didefinisikan :
x∇y⇐⇒ (a, b)∇(c, d)⇐⇒ a⊕ d = b⊕ c
Contoh 2.12. Operasi pada aljabar max-plus tersimetri
1. (4, 2) ⊕ (3, 7) = (4,−∞) ⊕ (−∞, 7) = (4, 7) =
(−∞, 7) = 	7
2. (5, 4) ⊕ (1, 3) = (5,−∞) ⊕ (−∞, 3) = (5, 3) =
(5,−∞) = 5
3. (4, 2)⊕ (2, 4) = (4,−∞)⊕ (−∞, 4) = (4, 4) = 4•
4. (7, 2)⊗ (3, 4) = (10, 11) = (−∞, 11) = 	11
Dengan beberapa contoh diatas, dapat dituliskan bahwa:
x	 y = x jika x > y
x	 y = 	y jika x < y
x	 x = x•
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Karena himpunan S merupakan himpunan berpasangan,
dibawah ini dikenalkan norma aljabar max-plus, yang akan
digunakan dalam pembahasan menurut (De Scutter dan De
Moor,2002):
Definisi 2.10. Misal diberikan x = (a, b) ∈ S nilai mutlak dari
x dinotasikan dengan |x|⊕, didefinisikan:
|x|⊕ = a⊕ b
Operasi-operasi aritmatik yang ada juga dapat diperluas
kedalam matriks, operasi ini dijelaskan oleh (Farlow , 2009)
yaitu:
1. Penjumlahan matriks
Misal dimiliki matriks A ∈ Sm×n dan matriks B ∈ Sm×n,
maka operasi penjumlahan (⊕) matriksnya sebagai
berikut:
A⊕ B = [(a⊕ b)i,j] = max(ai,j, bi,j)
i = 1, 2, 3, . . . ,m; j = 1, 2, 3, . . . , n.
2. Perkalian matriks
Misal dimiliki matriks A ∈ Sm×n dan matriks B ∈ Sn×m,
maka operasi perkalian (⊗)matriksnya sebagai berikut:




i = 1, 2, 3, . . . ,m; l = 1, 2, 3, . . . , n.
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3. Perkalian konstanta dengan matriks Misal dimiliki
matriks A ∈ Sm×n dan konstanta α ∈ R, maka operasi
perkalian konstanta dengan matriksnya sebagai berikut:
α⊗ A = α⊗ [ai,j] = α⊗ ai,j
i = 1, 2, 3, . . . ,m; j = 1, 2, 3, . . . , n.
Kemudian akan dikenalkan relasi keseimbangan pada matriks
dalam aljabar max-plus tersimetri menurut (De Scutter dan De
Moor,2002).
Definisi 2.11. Misal diberikan A ∈ Sm×n dan B ∈ Sm×n Matriks
A∇B jika ai,j∇bi,j untuk i = 1, 2, . . . ,m dan j = 1, 2, . . . , n
2.1.7 Dekomposisi QR dalam Aljabar Max-Plus
Tersimetri
Sebelum masuk dalam dekomposisi QR pada aljabar
max-plus tersimetri, akan dikenalkan terlebih dahulu
hubungan antara deret fungsi eksponensial dengan aljabar
max-plus tersimetri. Hubungan tersebut akan menjembatani
pemetaan pada aljabar max-plus tersimetri ke bilangan
eksponensial yang nantinya dapat dilakukan operasi pada
aljabar konvensional. Dibawah ini dijelaskan tentang
persekitaran oleh Rudin dalam (Ulfa,2015).
Definisi 2.12. Misal α ∈ R ∪ {∞} dan r > 0. Persekitaran α
dengan jari-jari r dituliskan Nr(α) didefinisikan sebagai
himpunan semua bilangan real x yang jaraknya terhadap α
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kurang dari r. Atau dapat dituliskan:
Nr(α) = {x ∈ R : |x− α| < r}
yaitu persekitaran dengan pusat α jari-jari r. Sedang jika α = ∞
maka himpunannya adalah :
Nr(α) = {x ∈ R : x > r}
yaitu persekitaran dengan pusat∞ dengan jari-jari r.
Kemudian dijelaskan pula tentang fungsi ekuivalen
asimtotik oleh Rudin dalam (Ulfa,2015)
Definisi 2.13. Diberikan f dan g fungsi eksponensial dan
α ∈ R ∪ {∞}. Fungsi f dikatakan ekuivalen asimtotik dengan




g(x) = 1. Jika diberikan β ∈ R dan r > 0 sehingga untuk
setiap x ∈ Nr(β) berlaku f (x) = 0 maka dikatakan
f (x) ∼ 0, x → β. jika diberikan r ∈ R sehingga untuk setiap
x ∈ Nr(∞) berlaku f (x) = 0 maka dikatakan
f (x) ∼ 0, x → ∞.
Jika F dan G adalah matriks berukuran m × n dengan setiap
entrinya merupakan fungsi eksponensial maka
F(x) ∼ G(x), x → α jika fi,j(x) ∼ gi,j(x), x → α untuk
i = 1, 2, . . .m dan j = 1, 2, . . . n.
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Contoh 2.13. Fungsi Ekuivalen Asimtotik
Misal diberikan f (x) = 4e4x + e2x dan g(x) = 4e4x . Akan



























g(x) = 1 maka f (x) ∼ g(x), x → ∞
Sebelum masuk dalam hubungan antara deret
eksponensial dengan aljabar max-plus tersimetri, terlebih
dahulu akan dikenalkan himpunan fungsi eksponensial berikut
(Bacelli, dkk.,2001) :





n ∈N, µi ∈ R+0 dan xi ∈ Rmax untuk setiap i}





n ∈N, vi ∈ R0 dan xi ∈ Rmax untuk setiap i}
Kemudian dikenalkan teorema tentang hubungan antara
aljabar konvensional dengan aljabar max-plus tersimetri
menurut (De Scutter dan De Moor,2002) berikut :
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Teorema 2.2. Untuk setiap x, y ∈ Rmax berlaku sifat berikut:
1. x ⊕ y = z ⇔ exs + eys ∼ (1 + δxy)ezs, s → ∞, dengan
δxy = 0 jika x 6= y, dan δxy = 1 jika x = y
2. x⊗ y = z⇔ exs e˙ys = ezs untuk setiap s ∈ R+0
Bukti dalam (Ulfa , 2015) Dari teorema tersebut,
didapatkan bahwa ada hubungan antara operasi ⊕,⊗ dan
himpunan Rmax dengan operasi +,× dan himpunan R.
Selanjutnya hubungan antara fungsi eksponensial dengan
aljabar max-plus tersimetri didefinisikan oleh (De Scutter dan
De Moor,2002) dalam pemetaan berikut:
Definisi 2.14. Diberikan pemetaan F : (S×R0 ×R+0 ) → R
yang didefinisikan:
F(x, µ, s) =

|µ|exs jikax ∈ S⊕
−|µ|e|x|⊕s jikax ∈ S	
µe|x|⊕s jikax ∈ S•
untuk setiap (x, µ, s) ∈ (S×R0 ×R+0 )
Pemetaan F diatas juga dapat diperluas dalammatriks, ha
tersebut telah dijelaskan oleh (De Scutter dan De Moor,2002)
berikut:
Definisi 2.15. Misal diberikan A ∈ Sm×n dan M ∈ Rm×n0
dengan mi,j = 1 untuk setiap i = 1, 2, . . . ,m dan j = 1, 2, . . . , n
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1, s ∈ R+0 . Didefinisikan A˜ = F(A, M, )˙, kemudian
A˜(s) ∈ Bm×ne dengan a˜i,j(s) = F(ai,j, 1, s)
Sedangkan kebalikan dari pemetaan diatas didefinisikan
oleh (De Scutter dan De Moor,2002) sebagai berikut:
Definisi 2.16. Didefinisikan pemetaan C yang memetakan
himpunan semua deret fungsi eksponensial f ∈ Be yang
ekuivalen asimtotik dengan fungsi eksponensial pada Nr(∞) ke
S sebagai berikut:
f (s) ∼ |µ|exs, s→ ∞ untuk x ∈ S dan µ ∈ R0 ⇒ C( f ) = x
f (s) ∼ −|µ|exs, s→ ∞ untuk x ∈ S dan µ ∈ R0 ⇒ C( f ) = 	x
Pemetaan C diatas juga dapat diperluas dalam matriks,
sesuai penjelasan dalam (De Scutter dan De Moor,2002) yaitu:
Definisi 2.17. Misal diberikan A˜(s) ∈ Bm×ne . Didefinisikan A =
C(A˜(s)) dengan A ∈ Sm×n dengan ai,j = C(a˜i,j)
Dekomposisi QR dalam aljabar max-plus tersimetri
didefinisikan sebagai berikut dalam (De Scutter dan De Moor
,2002):
Definisi 2.18. Dekomposisi QR adalah dekomposisi suatu
matriks A ∈ Sm×n menjadi perkalian matriks ortogonal
(Q ∈ (S∨)m×m) dan matriks segitiga atas (R ∈ (S∨)m×n). Misal
dimiliki suatu matriks A ∈ Smxm dapat didekomposisi QR
menjadi bentuk berikut:
A = Q⊗ R
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Penyelesaian dekomposisi QR dalam aljabar max-plus
tersimetri ini menggunakan algoritma Gram-Schmidt sesuai
dengan (Golub dan Loan,1996) dengan beberapa penambahan
yaitu:
Misal dimiliki matriks A ∈ Sm×n berikut
A =

a1,1 a1,2 · · · a1,n





am,1 am,2 · · · am,n

Rubah matriks A kedalam matriks A˜(s) dengan
pemetaan F pada definisi (2.15) , kemudian dengan algoritma
pada dekomposisi QR dalam aljabar konvensional didapatkan
penyelesaian berikut ini:








2. r˜1,1 = ||a˜1||
3. q˜1 = a˜1r˜1,1
4. untuk i = 2, 3, . . . ,m
j = 1, 2, . . . , i− 1
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r˜j,i = (q˜j)T a˜i







5. Q˜(s) = [q˜1|q˜2| . . . |q˜n]
R˜(s) = [R]i,j = ri,j
6. Cari nilai matriks yang ekuivalen asimtotik dengan Q˜(s)
dan matriks yang ekuivalen asimtotik dengan R˜(s) untuk
s→ ∞
7. Rubah matriks yang ekuivalen asimtotik dengan Q˜(s)
dan matriks yang ekuivalen asimtotik dengan R˜(s) untuk
s → ∞ kedalam matriks Q dan R dengan pemetaan C
pada definisi (2.16)
Catatan : µ dalam perhitungan Q dan R tidak dimunculkan
karena tidak mempengaruhi hasil
Contoh 2.14. Dekomposisi QR dalam Aljabar Max-Plus
Tersimetri























































































Pustaka yang mendukung penelitian ini diantaranya :
1. Penelitian karya Bart De Schutter dan Bart De Moor
dalam jurnal SIAM vol. 44, no 3, halaman 415-454 pada
tahun 2002 dengan judul The QR decomposition and the
singular value decomposition in the symmetrized max-plus
algebra revisited*. Penelitian ini menyajikan teori
tentang aljabar max-plus, pelebaran aljabar max-plus
menjadi aljabar max-plus tersimetri, pemetaan F dan
pemetaan C kemudian teori yang ada tersebut
digunakan untuk mendapatkan hasil penelitian berupa
45
aplikasi dekomposisi QR dalam aljabar max-plus
tersimetri.
2. Penelitian karya Kasie G. Farlow untuk mendapat gelar
Masters in Mathematic di Faculty of the Virginia
Polytechnic Institute and State University dengan judul
Max-Plus Agebra. penelitian membahas tentang
dasar-dasar aljabar max-plus kemudian membahas
operasi-operasi dalam aljabar max-plus yang digunakan
untuk dasar penelitian.
3. Penelitian karya Kurnia Ulfa untuk mendapat gelar
Master of Science Matematika di Universitas Gadjah
Mada, Yogyakarta dengan judul Dekomposisi Nilai
Singular dalam Aljabar Max-Plus Tersimetri. Penelitian ini
membahas sebagian jurnal Bart De Schutter dan Bart De
Moor, bagian yang dibahas adalah tentang dekomposisi
nilai singular, dalam pembahasan tersebut juga dibahas
tentang hubungan antara aljabar max-plus tersimetri
dengan aljabar konvensional sebagai dasar penelitian.
Penelitia ini merupakan penelitian yang berdasar pada
jurnal karya Bart De Schutter dan Bart De Moor (De Scutter
dan De Moor, 2002). Perbedaan dalam penelitian ini dengan
jurnal tersebut adalah pada jurnal tersebut telah dijelaskan
tentang dekomposisi QR dalam aljabar max-plus tersimetri,
sedangkan dalam penelitian ini dibahas karakteristik solusi
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dekomposisi QR dalam aljabar max-plus tersimetri. Karakter
yang akan dibahas berdasarkan pembentukan himpunan S.
Dalam himpunan S terdapat himpunan kelas balence.
Himpunan kelas balance ini merupakan himpunan baru dalam
himpunan real (R yang biasa dipelajari.
BAB III
METODE PENELITIAN
Bab ini membahas tentang metode penelitian yang
dilakukan dalam penelitian. Metode ini berisi tentang
penjelasan mengenai jenis dan pendekatan penelitian, sumber
data penelitian, teknik pengumpulan dan teknik analisis data
penelitian.
3.1 Jenis dan Pendekatan Penelitian
Jenis penelitian yang digunakan dalam penelitian ini
adalah jenis penelitian studi literatur atau penelitian teori.
Penelitian studi literatur atau penelitian teori adalah
serangkaian kegiatan yang berkenaan dengan metode
pengumpulan data pustaka, membaca dan mencatat serta
mengolah bahan penelitian (Zed,2008). Pendekatan penelitian
yang digunakan merupakan pendekatan kualitatif. Menurut
Sugiyono dalam (Depdiknas , 2008), pendekatan kualitatif
adalah pendekatan penelitian yang digunakan untuk meneliti
pada kondisi objek alamiah dimana peneliti merupakan
instrumen kunci (Sugiyono, 2005).
3.2 Sumber Data
Data yang digunakan dalam penelitian ini berupa data
tentang dekomposisi aljabar max-plus tersimetri.
Sumber data penelitian ini diantaranya adalah:Jurnal
karya Bart De Schutter dan Bart De Moor dengan judul The QR
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decomposition and the singular value decomposition in the
symetrized max-plus algebra revisited (De Scutter dan De Moor
, 2002) sebagai sumber data tentang dekomposisi QR dalam
aljabar max-pus tersimetri.
3.3 Teknik Pengumpulan Data
Teknik pengumpulan data yang dilakukan yaitu dengan
metode analisis dokumen. Analisis dokumen merupakan
metode dengan cara mengumpulkan data yang dilakukan
dengan menganalisis isi dokumen yang berhubungan dengan
masalah yang diteliti (Widoyoko , 2016). Dokumen yang
digunakan dalam penelitian ini berupa jurnal.
3.4 Teknik Analisis Data
Teknik analisis data yang dilakukan yaitu dengan teknik
induksi. Teknik induksi yaitu dengan melakukan percobaan-
percobaan khusus mempelajari data yang telah ada, kemudian
kemudian ditarik suatu kesimpulan umum. Secara praktik,
peneliti melakukan percobaan-percobaan perhitungan,
kemudian melihat pola yang terbentuk. Pola yang terbentuk
kemudian dianalisa dengan dasar teori yang ada. Pola yang
sudah dianalisa kemudian disusun kedalam suatu teorema dan
dibuktikan secara umum dengan data yang sudah ada.
BAB IV
PEMBAHASAN
Bagian ini akan dibahas mengenai deskripsi data dan
pembahasan. Data yang dimiliki dideskripsikan terlebih
dahulu kemudian data digunakan untuk mendapatkan hasil
penelitian yang dicantumkan dalam pembahasan.
4.1 Deskripsi Data
Data yang digunakan dalam penelitian ini telah
dijelaskan dalam bab 3, yaitu data berupa dokumen. Dokumen
disini lebih tepatnya adalah data berupa teori-teori
matematika sesuai dengan pustaka-pustaka yang digunakan
untuk melakukan penelitian seperti yang telah dijelaskan
dalam bab 2. Sebelum dibahas tentang pembahasan hasil
penelitian, akan disajikan data berupa beberapa teori yang
telah dijelaskan untuk mendukung pembahasan hasil yang ada,
diantaranya :
1. Aljabar max-plus dalam definisi (2.2) menjelaskan
bahwa untuk setiap a ∈ Rmax berlaku a⊕ a = a.
Contoh 4.15. Operasi⊕ Ajabar Max-Plus
4 ⊕ 4 = max(4, 4) = 4
2. Pada definisi (2.8) dijelaskan bahwa jika dimiliki
x = (a, b), y = (c, d), a, b, c, d ∈ Rmax didapatkan :
x⊕ y = (a⊕ c, b⊕ d)
49
50
Contoh 4.16. Operasi⊕ Pasangan Ajabar
(3, 2) ⊕ (1, 4) = (max(3, 1),max(2, 4)) = (3, 4)
3. lemma (2.1) menjelaskan:
(a) Himpunan S = S⊕ ∪ S	 ∪ S•
(b) Himpunan S∨ = S⊕ ∪ S	
(c) Himpunan S⊕ = {(t,−∞) | t ∈ Rmax}
(d) Himpunan S	 = {(−∞, t) | t ∈ Rmax}
(e) Himpunan S• = {(t, t) | t ∈ Rmax}
(f) S⊕ ∩ S	 ∩ S• = {(e, e)}
4. Definisi (2.8) dan lemma (2.1) menjelaskan jika dimiliki
x,	x, x•, maka didapatkan :
x• ⊕ x• = x•
x• ⊕ x = x•
x• ⊕	x = x•
Contoh 4.17. Operasi⊕ pada Kelas Balance
3• ⊕ 3• = (3, 3) ⊕ (3, 3) = (max(3, 3),max(3, 3))
= (3, 3) = 3•
3• ⊕ 3 = (3, 3) ⊕ (3,−∞) = (max(3, 3),max(3,−∞))
= (3, 3) = 3•
3•⊕	3 = (3, 3) ⊕ (−∞, 3) = (max(3, 3),max(−∞, 3))
= (3, 3) = 3•
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5. Definisi (2.10) dan lemma (2.1) menjelaskan jika dimiliki
x = (a, b) dengan a > bmaka
|x|⊕ = a⊕ b = a = (a,−∞)
Contoh 4.18. Mutlak pada Aljabar Max-Plus Tersimetri
x = (5, 3),
|x|⊕ = 5⊕ 3 = 5 = (5,−∞)
4.2 Pembahasan
Dari teori-teori diatas, peneliti menyimpulkan suatu teori
berikut :
Teorema 4.3. Jika dimiliki A ∈ Sm×n dengan beberapa entri




ai,j ; jika ai,j ∈ S∨
|a|⊕ atau 	 |a|⊕ atau ai,j ; jika ai,j ∈ S•
Kemudian dekomposisi QR A ∇ Q ⊗ R maka berlaku
dekomposisi QR A⊕ B ∇ Q⊗ R.
Bukti dari teorema (4.3) yaitu:
1. Dimiliki:





a1,1 a1,2 · · · a1,n





am,1 am,2 · · · am,n

dengan setiap ai,j ∈ S untuk i = 1, 2, 3, . . . ,m dan
j = 1, 2, 3, . . . , n
(b) Matriks B ∈ (S∨)m×n:
B =

b1,1 b1,2 · · · b1,n










ai,j ; jika ai,j ∈ S∨
|a|⊕ atau 	 |a|⊕ atau ai,j ; jika ai,j ∈ S•
2. Akan dibuktikan bahwa jika matriks A dan B
ditentukan sesuai teorema (4.3), dan dekomposisi QR
A ∇ Q ⊗ R maka berlaku dekomposisi QR
A⊕ B ∇ Q⊗ R.








ai,j = (e, e)
Kemudian, dengan ketentuan matriks B ∈ (S∨)m×n, dan
bi,j =

ai,j ; jika ai,j ∈ S∨
|a|⊕ atau 	 |a|⊕ atau ai,j ; jika ai,j ∈ S•
maka, hal ini memberikan kemungkinan:
bi,j =

bi,j = |ai,j|⊕ ∈ S⊕
bi,j = 	|ai,j|⊕ ∈ S	atau
bi,j = (e, e)
Kemudian operasi penjumlahan (⊕) matriks A dan B




ai,j ⊕ bi,j = ai,j ⊕ ai,j ; ai,j ∈ S⊕
ai,j ⊕ bi,j = ai,j ⊕ ai,j ; ai,j ∈ S	
ai,j ⊕ bi,j = ai,j ⊕ |ai,j|⊕ ; ai,j ∈ S•
ai,j ⊕ bi,j = ai,j ⊕	|ai,j|⊕ ; ai,j ∈ S•
ai,j ⊕ bi,j = ai,j ⊕ ai,j ; ai,j ∈ S•
ai,j ⊕ bi,j = ai,j ⊕ ai,j ; ai,j = (e, e)
dengan :
(a) ai,j ⊕ ai,j = (ai,j,−∞)⊕ (ai,j,−∞)
= (max(ai,j, ai,j),max(−∞,−∞)) = (ai,j,−∞)
= ai,j jika ai,j ∈ S⊕
(b) ai,j ⊕ ai,j = (−∞, ai,j)⊕ (−∞, ai,j)
= (max(−∞,−∞),max(ai,j, ai,j)) = (−∞, ai,j)
= ai,j jika ai,j ∈ S	
(c) ai,j ⊕ |ai,j|⊕ = (ai,j, ai,j)⊕ (ai,j,−∞)
= (max(ai,j, ai,j),max(ai,j,−∞)) = (ai,j, ai,j)
= ai,j jika ai,j ∈ S•
(d) ai,j ⊕	|ai,j|⊕ = (ai,j, ai,j)⊕ (−∞, ai,j)
= (max(ai,j,−∞),max(ai,j, ai,j)) = (ai,j, ai,j)
= ai,j jika ai,j ∈ S•
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(e) ai,j ⊕ ai,j = (ai,j, ai,j)⊕ (ai,j, ai,j)
= (max(ai,j, ai,j),max(ai,j, ai,j)) = (ai,j, ai,j)
= ai,j jika ai,j ∈ S•
(f) ai,j ⊕ ai,j = (−∞,−∞)⊕ (−∞,−∞)
= (max(−∞,−∞),max(−∞,−∞)) = (−∞,−∞)
= ai,j jika ai,j ∈ (e, e)
Hasil dari semua kemungkinan diatas menunjukkan
bahwa A ⊕ B = A, sehingga dengan jelas bahwa jika
dekomposisiQR A ∇ Q⊗ Rmaka berlaku dekomposisi
QR A⊕ B ∇ Q⊗ R.
3. Terbukti bahwa jika matriks A dan B ditentukan sesuai
teori teori (4.3), dan dekomposisi QR A ∇ Q⊗ R, maka
berlaku dekomposisi QR A⊕ B ∇ Q⊗ R.
Untuk memberikan gambaran yang lebih jelas akan diberikan
pembuktian dengan sampel matriks ukuran 3× 3 berikut ini:







Matriks B ∈ (S∨)m×n dengan syarat yang teah dijelaskan,
maka secara khusus di miliki B dengan beberapa kemungkinan
berikut:


















































Maka nilai dari A ⊕ B dengan permisalan B yang telah
ditentukan:


























a1,1 ⊕ a1,1 a1,2 ⊕ a1,2 a•1,3 ⊕ a1,3
a•2,1 ⊕ a2,1 a2,2 ⊕ a2,2 a2,3 ⊕ a2,3




max(a1,1, a1,1) max(a1,2, a1,2) max(a•1,3, a1,3)
max(a•2,1, a2,1) max(a2,2, a2,2) max(a2,3, a2,3)

































a1,1 ⊕ a1,1 a1,2 ⊕ a1,2 a•1,3 ⊕	a1,3
a•2,1 ⊕	a2,1 a2,2 ⊕ a2,2 a2,3 ⊕ a2,3
a3,1 ⊕ a3,1 a•3,2 ⊕	a3,2 a•3,3 ⊕	a3,3

=
max(a1,1, a1,1) max(a1,2, a1,2) max(a•1,3,	a1,3)
max(a•2,1,	a2,1) max(a2,2, a2,2) max(a2,3, a2,3)


































a1,1 ⊕ a1,1 a1,2 ⊕ a1,2 a•1,3 ⊕ a•1,3
a•2,1 ⊕ a•2,1 a2,2 ⊕ a2,2 a2,3 ⊕ a2,3









2,1) max(a2,2, a2,2) max(a2,3, a2,3)


































a1,1 ⊕ a1,1 a1,2 ⊕ a1,2 a•1,3 ⊕ a•1,3
a•2,1 ⊕	a2,1 a2,2 ⊕ a2,2 a2,3 ⊕ a2,3




max(a1,1, a1,1) max(a1,2, a1,2) max(a•1,3, a
•
1,3)
max(a•2,1,	a2,1) max(a2,2, a2,2) max(a2,3, a2,3)








Contoh 4.19. Penggunaan Teori yang didapat

































Dengan hasil perhitungan selengkapnya pada lampiran
4., didapatkan:
Q˜(s) = Q1 (Q1 ada pada lampiran)
R˜(s) = R1 (R1 ada pada lampiran)
































Dengan teori (4.3) yang ada, dapat dikatakan bahwa :
A ⊕ B ∇ Q ⊗ R, untuk setiap B yang telah ditentukan
ataupun B lain yang sesuai dengan (4.3)
Karena:













2• ⊕ 2 −1⊕−1 	4⊕	4
3⊕ 3 2• ⊕ 2 7⊕ 7




max(2•, 2) max(−1,−1) max(	4,	4)
max(3, 3) max(2•, 2) max(7, 7)





















2• ⊕	2 −1⊕−1 	4⊕	4
3⊕ 3 2• ⊕	2 7⊕ 7





max(3, 3) max(2•,	2) max(7, 7)






















2• ⊕ 2• −1⊕−1 	4⊕	4
3⊕ 3 2• ⊕ 2• 7⊕ 7




max(2•, 2) max(−1,−1) max(	4,	4)
max(3, 3) max(2•, 2) max(7, 7)




max(2•, 2•) max(−1,−1) max(	4,	4)
max(3, 3) max(2•, 2•) max(7, 7)





















2• ⊕ 2• −1⊕−1 	4⊕	4
3⊕ 3 2• ⊕	2 7⊕ 7





max(2•, 2•) max(−1,−1) max(	4,	4)
max(3, 3) max(2•,	2) max(7, 7)








2. Misal dimiliki matriks A berikut:
A =





Maka dapat ditentukan beberapa matriks B berikut:
B1 =










B3 = A B4 =












Dengan hasil perhitungan selengkapnya pada lampiran
5., didapatkan:
Q˜(s) = Q1 (Q1 ada pada lampiran)
R˜(s) = R1 (R1 ada pada lampiran)
































Dengan teori (4.3) yang ada, dapat dikatakan bahwa :
A ⊕ B ∇ Q ⊗ R, untuk setiap B yang telah ditentukan

















−1⊕−1 	− 2⊕	− 2 	4⊕	4
0• ⊕ 0 4⊕ 4 −2⊕−2
	1⊕	1 5• ⊕ 5 3⊕ 3

=
max(−1,−1) max(	− 2,	− 2) max(	4,	4)
max(0•, 0) max(4, 4) max(−2,−2)






















−1⊕−1 	− 2⊕	− 2 	4⊕	4
0• ⊕	0 4⊕ 4 −2⊕−2
	1⊕	1 5• ⊕	5 3⊕ 3


max(−1,−1) max(	− 2,	− 2) max(	4,	4)
max(0•,	0) max(4, 4) max(−2,−2)























−1⊕−1 	− 2⊕	− 2 	4⊕	4
0• ⊕ 0• 4⊕ 4 −2⊕−2
	1⊕	1 5• ⊕ 5• 3⊕ 3


max(−1,−1) max(	− 2,	− 2) max(	4,	4)
max(0•, 0•) max(4, 4) max(−2,−2)






















−1⊕−1 	− 2⊕	− 2 	4⊕	4
0• ⊕	0 4⊕ 4 −2⊕−2
	1⊕	1 5• ⊕ 5 3⊕ 3


max(−1,−1) max(	− 2,	− 2) max(	4,	4)
max(0•,	0) max(4, 4) max(−2,−2)











Penelitian ini menunjukkan bahwa dalam solusi
dekomposisi QR dalam aljabar max-plus tersimetri
didapatkan :
Karakteristik solusi dekomposisi QR dalam
aljabar max-plus tersimetri dengan beberapa entri
berupa bilangan dalam kelas balance, misal matriks yang
dimaksud adalah matriks A ∈ Sm×n dengan beberapa




ai,j ; jika ai,j ∈ S∨
|a|⊕ atau 	 |a|⊕ atau ai,j ; jika ai,j ∈ S•
Kemudian dekomposisi QR A ∇ Q ⊗ R maka
berlaku dekomposisi QR A⊕ B ∇ Q⊗ R.
5.2 Saran
Penelitian ini masih memiliki ruang lingkup yang
sempit, yaitu hanya pada fokus himpunan balance. Selain
itu, peneitian ini juga hanya memberikan satu
karakteristik solusi dekomposisi QR dalam aljabar
max-plus tersimetri. Peneliti memberi saran, pada
penelitian selanjutnya dapat dilakukan untuk mencari
67
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karakteristik yang lain pada dekomposisi QR dalam
aljabar max-plus tersimetri pada fokus himpunan
balance atau bahkan pada himpunan lainnya.
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Lampiran 1. Program-program yang dibuat pada aplikasi 
Matlab R2013a untuk membantu perhitungan 
dalam penelitian 
 
Program 1. Fungsi untuk penjumlahan pada ℝmax 
function fx=oplus(a, b) 
if a>b 
    fx=a; 
elseif b>a 
    fx=b; 
else fx = a; 
end 
 
Program 2. Fungsi untuk perkalian dalam ℝmax 
function fx=otimes(a, b) 
fx= a+b; 
 
Program 3. Fungsi untuk penjumlahan pada pasangan aljabar 




Program 4. Fungsi untuk perkalian pada pasangan aljabar 




Program 5. Fungsi untuk mengetahui apakah dua elemen 







    fx=1; 
else 
    fx=0; 
end 






















    for j=1:Ac/2; 
        for k=1:2; 
        F(i,2*j-1:2*j)=A(j,2*i-1:2*i); 
        end 
    end 
end 
 









    for j=1:Bc/2; 
        [r c]=poplus(A(i,2*j-
1),A(i,2*j),B(i,2*j-1),B(i,2*j)); 
        Y(i,2*j-1:2*j)=[r c]; 
        r=0; c=0; 
    end 
end 
 













    for j=1:Bc/2; 
        for k=1:Ac/2; 
            [r, c]=potimes(A(i,(2*k)-
1),A(i,2*k),B(k, (2*j)-1),B(k,2*j)); 
            [rr, rc]=poplus(rr,rc,r,c); 
              r=-inf; 
              c=-inf; 
        end 
        Y(i,2*j-1:2*j)=[rr rc]; 
        rr=-inf; 
        rc=-inf; 
    end 
end 
 
Program 12. Fungsi untuk mengetahui apakah dua matriks 





    for j=1:Ac/2; 
        A(i,2*j-1); 
        A(i,2*j); 
        B(i,2*j-1); 
        B(i,2*j); 
X(i,j)=bal(A(i,2*j-1),A(i,2*j),B(i,2*j-
1),B(i,2*j)); 




    for j=1:Ac/2 
    x=x+X(i,j); 




    f=1; 
    fprintf ('Balance'); 
else 
    f=0; 
    fprintf('Not Balance'); 
end 
 
Program 13. Fungsi untuk memastikan keortogonalan matriks 




Lampiran 2. Bahasa pada aplikasi Maple 17 untuk membantu   







Lampiran 3.  Contoh cara penggunaan fungsi- fungsi pada 
Matlab 2013a yang sudah dibuat 
 
>> A=[b(2) p(-1) n(4); p(3) b(2) p(7);n(1) p(5) b(2)] 
A =  2     2    -1  -Inf  -Inf     4 
       3  -Inf     2     2     7  -Inf 
     -Inf     1     5  -Inf     2     2 
>> Q=[p(-1) p(-3) n(0);p(0) p(-2) p(-1);n(-2) p(0) n(-4)] 
Q =    -1  -Inf    -3  -Inf  -Inf     0 
           0  -Inf    -2  -Inf    -1  -Inf 
         -Inf    -2     0  -Inf  -Inf    -4 
>> x=-inf 
x =  -Inf 
>> R=[p(3) n(3) p(7);b(x) p(5) p(5);b(x) b(x) p(6)] 
R = 
     3  -Inf  -Inf     3     7  -Inf 
  -Inf  -Inf     5  -Inf     5  -Inf 
  -Inf  -Inf  -Inf  -Inf     6  -Inf 
>> QR=Motimes(Q,R) 
QR = 
     2  -Inf     2     2     6     6 
     3  -Inf     3     3     7  -Inf 




     1 
>> Torto(Q) 
ans = 
     0  -Inf    -1    -1    -3    -3 
    -1    -1     0  -Inf    -2    -2 
    -3    -3    -2    -2     0  -Inf 
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